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Введение. Последние достижения цифровой эле-
ктроники и вычислительной техники в разработке не-
дорогих мощных программируемых логических мик-
роконтроллеров и интегральных схем создали предпо-
сылки для модернизации существующих и разработки 
новых систем управления электромеханическими объ-
ектами и системами. В отличие от классических опе-
рационных усилителей, в настоящее время существу-
ющие микроконтроллеры и ПЛИС позволяют в реаль-
ном времени выполнять обработку сигналов и форми-
ровать управляющие воздействия в соответствии с ал-
горитмами, использующими сложные математические 
вычисления и предысторию процесса управления.
Возможность  выполнять  высокопроизводитель-
ные вычисления позволяет перейти от базовых цифро-
вых  регуляторов  [1-3],  реализующих  классические 
законы  управления  к  современным,  основанным  на 
оптимальных,  адаптивных и нечётких методах [4-8]. 
Причём если  последние обладают достаточным эле-
ментом субъективизма,  то построение систем управ-
ления,  оптимизированных  по  некоторому  критерию 
качества, позволяет исключить влияние человеческого 
фактора на синтез систем управления.
Одним из методов синтеза оптимальных систем 
управления, которые имеют низкую чувствительность 
к  различным  возмущающим  воздействиям,  является 
модифицированный принцип симметрии [4]. Разрабо-
танный для систем управления в непрерывном време-
ни этот метод позволяет построить замкнутую асимп-
тотически  устойчивую  систему  управления.  Однако 
существенным недостатком указанного метода являет-
ся  использование  в  синтезированных  алгоритмах 
управления старших производных от ошибки регули-
рования,  определение  которых  является  нетривиаль-
ной технической задачей.
Предлагается  устранить  этот  недостаток  путём 
перевода  математического  аппарата,  используемого 
для синтеза, в область с дискретным временем и учёта 
предыстории  процесса  управления  для  вычисления 
производных от ошибок управления.
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namical objects. According to this principle, we define matrix transfer function of controller and split it into linear, integral and parallel parts. Matrix  
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Постановка задач исследования. Целью насто-
ящей  работы  является  разработка  методологических 
основ создания цифровых систем управления, эквива-
лентных аналоговым оптимальным системам, постро-
енным  с  использованием  модифицированного  прин-
ципа симметрии.
Результаты исследования.
1. Общие положения. Рассмотрим обобщенный 
электромеханический объект, динамика которого опи-
сывается  линейными  обыкновенными  дифференци-
альными  уравнениями  в  матричной  операторной 
форме
s Y=AY +BU , (1)
где s = d / dt – оператор дифференцирования.
В уравнениях  (1)  матрицы переменных состоя-
ния Y, внешних воздействий U и коэффициентов A и 
B определены следующим образом
Y=(
y1
y2
⋮
yn
) ; A=(
a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an1 an 2 ⋯ ann
);
U=(
u1
u2
⋮
um
); B=(
b11 b12 ⋯ b1m
b21 b22 ⋯ b2m
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
bn1 bn 2 ⋯ b nm
) ,
(2)
где n – число переменных состояния, m – число вхо-
дных  воздействий.  Считается,  что  все  входные  воз-
действия являются управляющими.
В соответствии с концепцией обратных задач ди-
намики,  принципом симметрии и его модификацией 
передаточная функция регулятора  Wc(s) определяется 
желаемой  передаточной  функцией  прямого  канала 
W*(s)  и  передаточной функцией объекта управления 
Wo(s)
W c (s)=Wo
−1(s)W *(s) , (3)
здесь степень «-1» означает нахождение обратной ма-
трицы.
Используя [9], определим матричную передаточ-
ную функцию объекта
W o(s)=
Y (s)
U (s)
=(s E−A)−1 B=
adj (s E−A)B
det (s E−A)
, (4)
где E – единичная матрица размерности n × n, опера-
торы  det и  adj соответственно означают нахождение 
определителя матрицы sE-A и её присоединённой ма-
трицы.
Желаемая передаточная функция прямого канала, 
вообще говоря, может быть выбрана любой. Однако, 
принимая во внимание, что прямой канал охватывает-
ся одной или несколькими обратными связями по пе-
ременным состояния и  в  такой  системе  необходимо 
обеспечить нулевую ошибку в установившемся режи-
ме,  передаточную  функцию  будем  искать  в  классе 
идеальных интегрирующих звеньев порядка k, т.е.
W *(s)=C / sk , (5)
здесь  С – матрица-столбец желаемых коэффициентов 
порядка 1 × m.
С учётом передаточных функций (4)  и  (5)  мат-
ричную  передаточную  функцию  регулятора  опреде-
лим следующим образом
W c (s)=
U (s)
ΔY *(s)
=(adj(s E−A)Bdet (s E−A ) )
−1
C
sk
, (6)
где ΔY*(s) – вектор входных воздействий регулятора.
Используя  различные аппроксимации оператора 
дифференцирования s
s≈f (1 , z−1) , (7)
перепишем  передаточная  функция  регулятора  (6)  в 
дискретном времени
W c(z
−1)=
U (z−1)
ΔY *(z−1)
=
=(adj(f (1 , z
−1)E−A)B
det( f (1 , z−1)E−A) )
−1
C
f (1 , z−1)k
.
(8)
В выражениях (7) и (8) оператор z-1 является опе-
ратором сдвига дискретной последовательности  сиг-
налов.
Дискретная  передаточная  функция  (8)  является 
наиболее  общей  матричной  передаточной  функцией 
для  всех  переменных  состояния  по  всем  управляю-
щим воздействиям. Эта передаточная функция может 
быть использована для определения соответствующих 
алгоритмов управления
U (z−1)=(adj (f (1 , z
−1)E−A)B
det ( f (1 , z−1)E−A) )
−1
CΔY *(z−1)
f (1 , z−1)k
. (9)
Анализ управляющих воздействий (9) показыва-
ет  их  определённость  в  открытой  области,  что  при 
определённых условиях может привести к формирова-
нию  физически  нереализуемых  управляющих  воз-
действий большой амплитуды. Поэтому согласно [4] 
управляющие  воздействия,  формируемые  в  соответ-
ствии с алгоритмом (9), должны быть ограничены по 
модулю
U (z−1)= f [(adj(f (1 , z−1)E−A)Bdet( f (1 , z−1)E−A) )
−1
CΔY *(z−1)
f (1 , z−1)k ] .  (10)
здесь  f[.] – матрица нелинейных ограниченных по 
модулю функций.
Алгоритм  управления  (10)  аналогичен  извест-
ному алгоритму управления
U (z−1)= f [(adj( f (1 , z−1)E−A)Bdet (f (1 , z−1)E−A) )
−1
C
s
k ΔY (s)] , (11)
определённому в непрерывной временной области.
Несмотря  на  аналогичность  алгоритмов  (10)  и 
(11), синтезированные с их использованием управля-
ющие воздействия отличаются используемыми пере-
менными состояния и весовыми коэффициентами при 
них.
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При этом, несмотря на то, что используемые мат-
ричные методы позволяют записать соответствующие 
алгоритмы управления в компактной форме, эти мето-
ды  не  дают  возможности  выяснить  закономерности 
формирования отдельных каналов регулятора.
2. Синтез обобщённого одномерного регулято-
ра с нелинейной активационной функцией в кано-
нической форме. Для выяснения общих закономерно-
стей создания цифрового регулятора рассмотрим обо-
бщенный электромеханический объект  3-го  порядка, 
динамика которого задана в канонической форме
sy1= y2 ; sy2=y3;
sy3=−a1 y1−a2 y2−a3 y3+b3u .
(12)
Примем в качестве регулируемой переменной ко-
ординату  y1 и  запишем передаточную функцию рас-
сматриваемого объекта
W o(s)=
y1(s)
u(s)
=
b3
s
3+a3 s
2+a2 s+a1
(13)
и желаемую передаточную функцию прямого канала 
управления
W *(s)=
u(s)
Δ y1(s)
=
с3
sk
. (14)
В соответствии с (3) передаточная функция регу-
лятора будет
W с (s)=
c3
b3
1
s
×1
s
×⋯×1
s⏟
k−1
(a4 s3+a3 s2+a2 s+a1 ) , (15)
где а4 = 1.
Анализ  передаточной функции (15)  показывает, 
что  соответствующий регулятор  состоит  из  3-х  час-
тей: линейной с коэффициентом усиления  c3 / b3,  ин-
тегральной с  k последовательно включёнными интег-
раторами и параллельной. Слагаемые последней части 
определяются  характеристическим  уравнением  рас-
сматриваемого объекта.  В силу линейности рассмат-
риваемого объекта передаточная функция (15) может 
рассматриваться  как произведение 3-х  передаточных 
функций
W с(s)=W lin( s)⋅W integr (s)⋅W paral(s) , (15)
которые по отдельности могут быть преобразованы к 
дискретному времени.
Необходимо отметить, что для выполнения тако-
го  преобразования  существует  достаточно  большое 
количество подходов, что обусловлено использовани-
ем дискретных сигналов для решения дифференциа-
льных уравнений. Вообще говоря, любой из методов 
численного решения обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений может использоваться для дискретиза-
ции  составляющих передаточной  функции  (15).  Од-
нако с точки зрения простоты технической реализации 
целесообразно  использовать  методы  дискретизации, 
базирующиеся  на  замене  производных  конечными 
разностями.  Такой  подход  наименее  требователен  к 
ресурсам микроконтроллера или ПЛИС, на которых в 
настоящее время реализуются системы управления.
В отличие от численных методов решения диф-
ференциальных  уравнений,  которые  могут  опериро-
вать с  ещё неизвестными величинами,  при построе-
нии системы управления значения всех используемых 
переменных состояния должны быть известны. Поэ-
тому для аппроксимации оператора дифференцирова-
ния предлагается использовать метод обратных разно-
стей,  использование  которого  позволяет  записать 
следующее выражение
s≈1−z
−1
T
, (16)
здесь Т – период дискретизации.
Применив аппроксимацию (16) к составляющим 
передаточной функции (15), запишем следующие вы-
ражения
W integr(z
−1)=( Tz
−1
1−z−1)
k
= T
k z−k
∑
i=0
k (−1)i k !
i ! (k−i) !
z
−i
;
W paral(z
−1)=d0+d1 z
−1+d2 z
−2+d 3 z
−3 ,
(17)
где
d0=a1+
a2
T
+
a3
T2
+
a 4
T 3
;
d1=−(a2T +2a3T 2 +
3a4
T 3 );
d2=
a3
T
2 +
3a4
T
3 ; d3=
−a4
T
3 .
(18)
Коэффициенты (18) получены для случая дина-
мического объекта 3-го порядка, однако анализ этих 
коэффициентов совместно с выражениями (17) позво-
ляет утверждать, что в общем случае коэффициенты 
передаточной функции  Wparal(z-1)  являются коэффици-
ентами ряда
D=∑
j=0
n
d j z
− j=∑
j=0
n
∑
i=0
j (−1)i ai j !
i !( j−i)!
z− j. (19)
Тогда передаточную функцию регулятора в дис-
кретном времени можно представить следующим об-
разом
W с(z
−1)=
c3
b3
⋅
T
k
z
−k (d0+d1 z
−1+d2 z
−2+d3 z
−3)
∑
i=0
k (−1)i k !
i !(k−i)!
z
−i
. (20)
В соответствии с (11) передаточная функция (20) 
определяет следующий алгоритм управления переме-
нной y1
u=f [ c3b3⋅ T
k z−k∑
i=0
n
d i z
− i
∑
i=0
k
(−1)i k !
i !(k−i) !
z−i
Δ y1] , (21)
здесь f[.] – нечётная ограниченная функция вида
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f [ x]=sat (|x|α ) sign(x) , α ∈ [0,1 ] . (22)
В случае, когда  k=1, входная координата регуля-
тора  определяется  разностью  контролируемой  пере-
менной состояния и её желаемым значением. Для объ-
екта n-го порядка такой подход приводит к появлению 
неопределённости в определении сдвинутой на n так-
тов разности Δy1 в течении первых n-1 периодов дис-
кретизации.  При  некоторых  условиях  такая  неоп-
ределённость может служить причиной начала движе-
ния по непредписанной траектории, что, в свою оче-
редь,  может  иметь  непредсказуемые,  вплоть  до  ава-
рийных, последствия.
Одним из способов устранения указанного явле-
ния является работа объекта с нулевым управляющим 
воздействием в течении n-1 периода дискретизации с 
последующим движением по желаемым траекториям.
3.  Координатные  преобразования  синтезиро-
ванного  одномерного  регулятора  с  нелинейной  ак-
тивационной функцией
Другим способом устранения указанной неопре-
делённости  является  использование  внутренних  по 
отношению к регулируемой переменных состояния.
Для иллюстрации этого подхода перепишем ура-
внения (12) следующим образом
sy1= y2 ;
s
2
y1=sy2=y3;
s3 y1=s
2 y2=sy3=−a1 y1−a2 y2−a3 y3+b3u .
(23)
Считая, что производная от i-ой переменной сос-
тояния на j-ом периоде дискретизации зависит от пре-
дыдущего значения i+1-ой переменной, применим ап-
проксимацию (16)  к  системе (12)  и  определим сме-
щённые  значения  регулируемой  координаты  через 
внутренние переменные состояния
z−1 y1= y1−Tz
−1 y2;
z
−2
y1= y1−2Tz
−1
y2+T
2
z
−1
y3 ;
z−3 y1= y1(1+T
3 a1)−(3T−T
3a2)z
−1 y2+
+(3T 2+T 3 a3)z
−1
y3−T
3
b3 z
−1
u .
(24)
Анализируя выражения (24), можно сделать вы-
вод, что весовые коэффициенты в выражениях для пе-
рвого  n-1  сдвинутого  значения  регулируемой  пере-
менной  являются  биномиальными  коэффициентами. 
Весовые  коэффициенты,  определяющие  последнее 
сдвинутое значение, являются суммой соответствую-
щих  биномиальных  коэффициентов  и  параметров 
объекта, умноженных на период дискретизации в n-ой 
степени.
Подстановка  выражений  (24)  в  управляющее 
воздействие (21) позволяет записать следующий алго-
ритм управления
u=f [
c3
b3
⋅T k z−k ( e1Δ y1+e2 z
−1Δ y2+
+e3 z
−1Δ y3−e0 z
−1u )
∑
i=0
k
(−1)i k !
i !(k−i)!
z−i ] , (25)
где
e0=T
3
b3d 3;
e1=d0+d 1+d2+d3(T
3
a1+1);
e2=−T (d 1+2d 2+d3(T
3 a1−T
3 a2+3T )) ;
e3=T
2
d2+d 3T
2(Ta3+3).
(26)
и
Δ yi=y i
*− yi , (27)
здесь y⃰i ‒  желаемое  значение  i-ой  переменной 
состояния.
Анализ выражения (25) показывает, что найден-
ное  управляющее  воздействие  зависит  от  текущего 
значения  регулируемой  переменной  и  предыдущих 
значений  внутренних  переменных  и  управляющего 
воздействия.  Необходимо  отметить,  что  такой  алго-
ритм  не  является  единственно  возможным  для  рас-
сматриваемого объекта. Структура и параметры алго-
ритмов  вида  (25)  определяются  выражениями,  кото-
рые используются для нахождения сигналов z-iy1.
Так,  если  считать,  что  сигнал  z-iy1 известен,  то 
выражения (24) можно представить следующим обра-
зом
z−2 y1=− y1+2 z
−1 y1+T
2 z−1 y3;
z
−3
y1=−2 y1+(1+T
3
a1)z
−1
y1+T
3
a2 z
−1
y2+
+(3T 2+T 3 a2)z
−1 y3−T
3 b3 z
1u . 
(28)
В свою очередь, выражения (28) позволяют пере-
писать алгоритм (21) так, как показано ниже
u=f [ c3b3⋅T
k z−k ( e '1Δ y1+e '2 z
−1Δ y1+
+e '3 z
−1Δ y2+e '4Δ y3−e0 z
−1u )
∑
i=0
k
(−1)i k !
i !(k−i)!
z−i ] , (29)
здесь
e '0=T
3 b3d 3; e '1=d 0+d 1−d2−2d 3;
e '2=2 d2+d 3(T
3
a1+3); e '3=T
3
d3 a2−Td1 ;
e '4=T
2d 2+d3(T
3 a3+3T
2) .
(30)
Резюмируя приведенные выше выкладки, можно 
утверждать,  что  использование  зависимостей  вида 
(24) и (30) позволяет определить обратные связи по 
внутренним  переменным  состояния  для  алгоритмов 
управления  объектами,  динамика  которых  задана  в 
каноническом фазовом пространстве.
4. Пример синтеза цифрового регулятора с ис-
пользованием предлагаемого подхода
В качестве примера построим цифровой силовой 
регулятор скорости для двигателя постоянного тока с 
независимым возбуждением.
В непрерывном времени рассматриваемый объ-
ект управления описывается известной передаточной 
функцией
W o(s)=
ω(s)
u (s)
=
k
T aT m s
2+T m s+1
, (31)
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где k –конструктивный коэффициент двигателя, Ta и 
Tm – электромагнитная и электромеханическая посто-
янная времени соответственно.
В  качестве  желаемой  передаточной  функции 
прямого канала примем
W
*(s)=
u(s)
Δω(s)
=
g
s
, (32)
здесь g – некоторый коэффициент.
Алгоритм управления (21) c учётом зависимости 
(22)  для  рассматриваемого  объекта  управления при-
мет вид
u=sat (|S|α )⋅sign (S) , (33)
где
S=g
k
⋅
Tz
−1 (d 0+d 1 z
−1+d2 z
−2)
1−z−1 (ω*−ω )
; (34)
  d 0=1+
Tm
T
+
T aT m
T
2 ; d1=−(T mT +
2T aT m
T
2 );d 2=T aT mT 2 .(35)
Результаты математического моделирования син-
тезированной системы управления показаны на рис. 1.
Как следует из анализа полученных переходных 
процессов,  синтезированная  цифровая  система явля-
ется асимптотически устойчивой и обеспечивает дви-
жение  по  траекториям,  близким  к  параболическим. 
Установившийся режим характеризуется наличием от-
носительно  высокочастотных  автоколебаний  амп-
литуды управляющего воздействия, которые обуслов-
лены увеличением коэффициента усиления регулято-
ра  вследствие  использования  нелинейной  функции 
(33).
Выводы. Приведенные выкладки дают возмож-
ность  утверждать,  что  разработанная  для  линейных 
объектов методология определения передаточной фу-
нкции регулятора в виде ряда последовательно вклю-
чённых звеньев позволяет осуществить простой син-
тез цифрового регулятора путём синтеза каждой его 
составляющей. При этом переход к дискретному вре-
мени осуществляется для каждого из звеньев отдель-
но и, вообще говоря, каждое звено может быть реали-
зовано на отдельном аппаратном средстве, которое от-
личается своим быстродействием и производительно-
стью.
С методологической точки зрения такой подход 
отличается  отсутствием  необходимости  выполнения 
на  этапе  синтеза  интегрального  преобразования  из 
операторной формы в Z-форму для всей передаточной 
функции регулятора.
В свою очередь переход к Z-изображениям и дис-
кретной  временной  области  позволяет  выполнить 
аппроксимацию старших производных от ошибки уп-
равления и использовать для их определения преды-
дущие значения регулируемой переменной состояния. 
Объем используемой при этом выборки в общем слу-
чае определяется количеством сигналов, образующих 
линию равновесного состояния регулятора S, и может 
превышать  порядок  объекта  управления.  Указанная 
линия  S используется в качестве аргумента нелиней-
ной активационной функции, формирующей управля-
ющее воздействие.
Сравнение  результатов  моделирования  синтези-
рованной замкнутой цифровой системы с ранее полу-
ченными результатами моделирования для непрерыв-
ных систем показывает идентичность движения пере-
менных состояния объекта в цифровой и аналоговой 
системах. Характер управляющего воздействия в циф-
ровой системе отличается наличием высокочастотных 
колебаний, которые вызваны конечной частотой пере-
ключений соответствующего нелинейного элемента в 
окрестностях нулевого положения. Вследствие высо-
кой  частоты и  естественной инерционности  объекта 
управления эти колебания при малом периоде дискре-
тизации не оказывают существенного влияния на ка-
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чество процессов управления. При большом периоде 
дискретизации эти колебания могут привести к сни-
жению частоты переключений нелинейного элемента, 
реализующего выбранную активационную функцию, 
и, как следствие, к возникновению автоколебаний пе-
ременных состояния.
Таким  образом,  при  синтезе  цифровых  систем, 
устойчивых при неограниченном увеличении коэффи-
циента усиления, актуальным является не только обе-
спечение желаемых статических и динамических по-
казателей, но и такое формирование структуры регу-
лятора, при которой время одного цикла его работы не 
будет превышать такого периода дискретизации, при 
котором начнутся существенные колебания перемен-
ных состояния. Очевидно, что такая проблема имеет 
комплексное  решение,  содержащее  математическую, 
аппаратную,  программную  и  структурную  состав-
ляющие.
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